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Mo6j eksperyment ma za zadanie wykaza¢ wymiar fraktalny dwoch krajow, Rzeczypospolitej
Polskiej i Republiki Indii oraz zbadanie pojecia fraktali i ich wymiardw.

Do obliczenia fraktalnych wymiarow linii brzegowych wykorzystam metode Hausdorffa i
metode Minkowskiego-Bouliganda (liczenie blokdw). Na poczatek zbadam, ktéra z nich jest
doktadniejsza i ktora bedzie najlepsza do obliczenia wymiarow fraktalnych dwach wybranych
przeze mnie krajow. Rozwaze linie brzegowe jak i granice lgdowe panstw.

Wybrane kraje nie sg przypadkowe, Polska zostata wybrana ze wzgledow sentymentalnych i z
powodu dos¢ prostej i nieskomplikowanej granicy brzegowej. Natomiast granice Indii
charakteryzujg sie skomplikowana, bardziej urozmaicong linig brzegowa, ktora ulega
zmianom pod wptywem trzesien ziemi i tsunami, dlatego tez jest dobrym kontrastem dla
granic Polski.



Pytania badawcze:
Czy wymiar fraktalny Indii jest wiekszy od wymiaru fraktalnego Polski?
Jaka bedzie roznica pomiedzy wymiarem fraktalnym Polski a Indii?

Hipoteza:

Wymiar fraktalny Indii jest wiekszy od wymiaru fraktalnego Polski. Indie posiadaja
bardziej skomplikowang linie brzegowa, poniewaz sg narazone na zmiany
spowodowane naturalnymi zjawiskami takimi jak trzesienia ziemi i tsunami.



Najprostszym przyktadem iteracyjnie generowanego
fraktala jest tak zwana sniezynka Kocha opisana przez

H. von Kocha w 1904 roku.
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Fraktal

Fraktal to obiekt geometryczny, ktory:

*Ma ceche samopodobienstwa. Jest podobny do
siebie we wszystkich skalach. Jesli powiekszamy
lub pomniejszamy fraktal, bedzie on wygladat
podobnie lub tak samo.

«Jest definiowany rekurencyjnie.

*Najczesciej ma trudng do opisania strukture, ktora
opisywana jest wzorem analitycznym w ramach
geometrii euklidesowe;.

*Najczesciej ma wymiar nie bedacy liczba
catkowita.



Wymiar fraktalny

Wymiar fraktalny to inaczej wymiar podobienstwa lub samopodobienstwa. Samo
stowo "fraktal" pochodzi od stowa frangere co w jezyku tacinskim oznacza "tamac".

Wymiar fraktalny Hausdorfa-Besicovitcha jest miarg chropowatosci i nie musi byc liczba
catkowitg. Wymiar fraktalny skupia sie na wspotczynniku skalowania, ktory jest stosunkiem
miedzy pomiarami obiektu i reprezentacjg obiektu.

Trudno wyobrazi¢ sobie obiekt o nie catkowitym wymiarze, poniewaz jestesmy
przyzwyczajeni do dwu- lub trojwymiarowych figur.

Fraktale sg nazywane pudetkami, poniewaz sg oparte o koncepcje, w ktorej dang figure
pokrywamy mniejszymi, podobnymi do wyjsciowe;.



Wspolezynnik skalowania

Wymiar fraktalny - jest to potega do ktorej trzeba
podnies¢ odwrotnosc skali, w jakiej podobne sg mniejsze
figury, aby otrzymac iloS¢ nowo powstatych figur.
d —
s“=n

Wzor na wymiar samopodobienstwa gdzie: s - odwrotnosc
skali podobienstwa, n - liczba kawatkdw, ktore sg podobne
do wyjsciowej figury, d - wymiar samopodobienstwa.

Za kazdym razem gdy skalujemy pudetko, wykonujemy to
tak, aby cztery mniejsze pudetka zmiescity sie w jednym
wiekszym.

Zaczetam od wspotczynnika skalowania 0, a nastepnie
skaluje pude+k0 02 (ilos¢ razy obiekt jest skalowany) )

Po angielsku wspatczynnik skalowania to Scale factor.

Scale factor 0

Scale factor 2

Scale factor 4

Scale factor 8

H

Yy



Historia fraktali

Benoit Mandelbrot jest tworcg geometrii fraktalnej i stowa fraktal. W swoich
pracach zajmowat sie tnie tylko tymi samopodobnymi figurami, ale takze ich
wymiarem.

Osobg, ktora przyczynita sie do rozwiniecia pojecia wymiaru fraktalnego byt Lewis
Fry Richardson. Badat on koncepcje uzywania prostych do pomiaru dtugosci linii
brzegowej i stwierdzit, ze dtugosc linii brzegowej zalezy od ilosci uzytych prostych
odcinkow.

Fraktalny pomiar linii brzegowej pozwala oszacowac, jak ilos¢ wyskalowanych
prostych odcinkdw uzywanych do oszacowania linii brzegowej zmienia sie wraz ze
skalg zastosowang do preta. Istnieje kilka formalnych matematycznych znaczen
wymiaru fraktalnego, ktore szczegotowo rozwijajg te zasadniczg idee postepu wraz
z dostosowaniem skali.
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Wymiary i wspolezynnik skalowania

Na rysunku obok przedstawiono skale i
wymiary jako przyktad. D to wymiar, N to
liczba takich samych ksztattow, na ktore
podzielony jest pierwotny ksztatt, | to
iteracja.

Obrazek przedstawia, jak dziata
wspotczynnik skalowania i co oznacza
ksztatt T-wymiarowy, dwuwymiarowy i
trojwymiarowy.

=2

D=1

b=2

H=1

N=9

Db=3
o 1,12=113=1
2,22 =14,23=8
™
-8 3,32 =9,33 =27




Znajdywanie wymiaru fraktalnego

W ponizszych tabelach przedstawie sposob na znalezienie wymiaru fraktalnego: linii jako
figury jednowymiarowej, kwadratu - dwuwymiarowego i szescianu - trojwymiarowego w
oparciu o skalowanie.

Linie mozna podzieli¢ na dwie mniejsze, z ktorych kazda czesc jest identycznym obrazem
prostej, ale a potowe zmniejszonym. Wykonanie oryginalnej wersji wymaga dwoch kopii linii,
poniewaz zmniejszam linie o potowe.

Odcinek (jednowymiarowa figura)

Wspotczynnik 1
skalowania > | |
v
Wspotczynnik 1 1
2 1

skalowania masy



Kwadrat mozna podzieli¢ na cztery mniejsze kwadraty, z ktorych kazdy jest petng wersjg
poprzedniego, ale o potowe mniejszy. Mniejszy kwadrat ma jedng czwartg powierzchni
pierwotnego kwadratu. Kiedy przeskalujemy kwadrat na pot, jego masa zmniejsza sie o jedng

czwarta.

Kwadrat (dwuwymiarowy)
Wspotczynnik

skalowania 2
Wspotczynnik 1 1\?
skalowania Z: <§>
masy
Dtugosc: L Dtugosc: sL
Masa: M Masa: s2M

sL
L

Kiedy skalujesz ksztatt
wedtug  wspotczynnika,
jego masa jest skalowana
przez wspotczynnik
podniesiony do drugiej
potegi, co oznacza bycie
dwuwymiarowym. L to
dtugosc, M to masa, a s to
masa lub dtugosc
wyskalowana na kazdej
figurze.



Szescian mozna podzieli¢ na osiem mnigjszych kostek, z ktérych kazda jest o potowe mniejsza od
oryginatu. Mniejszy szescian ma objetosc¢ jednej smej szescianu oryginalnego.

Kwadrat (dwuwymiarowy) D=3
Wspotczynnik 1 . .
skalowania 2 Sz_eSC|a.n jest .
> . trojwymiarowy, gdy jego
Wspétczynnik 1 1\°3 masajest
skalowania g8 \2 =1 1
masy przeskalowana o 5 do
} 1 trzeciej poteqi, po
N ) 8 wyskalowaniu o
SC: ugosc: s . o1
Dtugosc: L Jost Heg wspoétczynnik = .
Masa: M Masa: s*M 2

> oL



Wzoér na wymiar fraktalny

Z liczb w tabelach moge wywnioskowac, ze wyktadnik % wspotczynnika skalowania masy jest wymiarem kazdego

ksztattu. Ponizsze rownanie opisuje zaleznos¢ miedzy catkowitg liczbg obiektow N, wspdtczynnikiem powiekszenia r
i wymiarem D:

N= 1P

Poniewaz wymiar D jest wyktadnikiem, do rozwigzania rownania mozna uzy¢ logarytmu, ktory jest odwrotnoscia
wyktadnika.

log(N) = log(r")
Korzystajac z prawa logarytmow: log, (b€) = clog,(b), aby wzig¢ wymiar fraktalny (D) z wyktadnika.
log(N) = Dlog(r)
Podziel réwnanie przez log(r)i rozwiaz dla D.

_ log(V)
~ log(r)

Rownanie oznacza, ze wymiar D jest rowny logarytmowi liczby obiektow podzielonych przez logarytm wspotczynnika
powigkszenia.



Wymiar fraktalny trdéjkata Sierpinskiego

Aby jeszcze bardziej pogtebi¢ wiedze na temat wymiaru
fraktalnego, oblicze wymiar fraktalny trojkata
Sierpinskiego oraz sniezynki Kocha. Wymiary fraktali
mozna okresli¢, skalujgc ksztatty w dot o wspotczynnik
skalujacy, a nastepnie zliczajac liczbe wyprodukowanych
duplikatow.

Trojkat Sierpinskiego sktada sie z trzech mniejszych
wersji sameqo siebie, z ktorych kazda ma dtugosc¢ rowna
potowie boku oryginalnego trojkata.

Dtugosc: L
Masa: M

Dtugosé: (5) L

2

s (1) = (1)

Wiedzac, ze  trojkat  Sierpinskiego

samopodobny, jego masa powinna spasCc o
wspotczynnik 1/3, poniewaz pierwotny trojkat

sktada sie z 3 identycznych mniejszych.

B n-)n

Podziel obie strony przez M.

(66

Uzyj logarytmow po obydwdch stronach réwnania.

1 1D—1 1
%81\2) T 98L(3

Uzyj requty log, (a*) = x aby uprosci¢ rownianie.

=105, ()
2



Przestaw liczbe w formie wyktadniczej o podstawie 2 i zamien liczbe G) na liczbe o podstawie 3.
D= log,-1371
Skorzystaj z prawa logarytmow: log 4 (b*) = § X log,b.
D=1log23
log, 3 =~ 1.585

Trudno jest opisac trojkat Sierpinskiego dtugoscig lub obszarem. Okazuje sie, ze jego dtugosc jest
nieskonczona, a powierzchnia wynosi 0. Dlatego najlepiej jest opisacC te liczbe za pomocg wymiaru
log(N)
log(r)
Wymiar fraktalny tréjkata Sierpinskiego mozna réwniez obliczy¢ z réwnania ogélnego na D (powyzej).

fraktalnego 1,585. Uzywajac 0golnego wzoru na wymiar D = , poréwnam pierwszg metode z druga.



\=
Wymiar fraktalny tréojkata Sierpinskiego (2)

A” Ao A 4
0
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1 2
= u
N = liczba figur samopodobnych, r = wspotczynnik skalujacy.

=3

3 4

Catkowita liczba obiektow wynosi 3, poniewaz trojkat w iteracji 1 sktada sie z 3 samopodobnych mniejszych
trojkatow. Wspotczynnik skalowania r mozna znalez¢, wiedzac, ile mniejszych trojkatow jest uzywanych w
kazdej iteracji. W pierwszej iteracji, kazdy bok mniejszego trdjkata jest potowag dtugosci krawedzi
oryginalnego trojkata z iteracji 0. To wskazywato, ze r = 2. Uzywajgc wzoru otrzymatam:

_ log(V) _ log(3)

~ log(r)  log(2) ~1.585




Helge von Koch zdefiniowat krzywa Kocha, znang rowniez jako $niezynke Kocha,
jako krzywa fraktalna.

Sniezynke Kocha mozna utworzyé¢ w kilku krokach, z ktérych najwazniejszym jest
trojkat rownoboczny. Mniejsze trojkaty symetryczne sg dodawane po obu stronach
poprzedniego etapu, aby utworzy¢ kazdy etap progresywny. Obszary otoczone
progresywnymi etapami budowy ptatka Sniequ sumujg sie do 8/5-krotnosci
powierzchni pierwszego trojkata, podczas gdy krawedzie kolejnych etapow rosng
bez ograniczen.

W rezultacie ptatek sniequ ma nieskonczong $rednice, gdy otacza skonczony
obszar. W konsekwencji ptatek $nieqgu ma nieskonczong srednice, gdy otacza
skonczony obszar. Poniewaz pierwszy z nich ma zerowg powierzchnige i
nieskonczony obwaod, Trojkat Sierpinskiego jest przeciwienstwem ptatka sniequ
Kocha, ktory ma skonczong powierzchnie wewnatrz i nieskonczony obwaod.

Krzywg Kocha tworzy sie przez podzielenie odcinka linii na trzy réwne czesSci.
Narysuj symetryczny trojkat ze Srodkowym fragmentem etapu 1 jako podstawag i
rozciggajacy sie na zewnatrz. Usun odcinek linii z etapu 2, ktory jest podstawa
trojkata. Kroki te przedstawiono ponizej na rycinie 5, ale trojkat rownoboczny jest
utworzony na linii.



Konstrukcja $niezynki Kocha

Initiator
Order 0
Length =1

Generator
Order 1
Length = 4/3

1

Order 2
Length = 16/9

;

Order 3
Length = 64/27

:

Order n =CO
Length =CO

1
3 of the length,r = 3
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Number of sections N =4

Uzyje tego samego wzoru, ktoérego uzytam do obliczenia
wymiaru fraktalnego dla trojkata Sierpinskiego:

_ log(N)
~ log(n)

_ log(4)
~ log(3)

D =~ 1.262




Polaczenie miedzy fraktalami a liniami brzegowymi

Ptatek Sniegu Kocha i Tréjkat Sierpinskiego maja nieskonczony
obwod (dtugosc¢) i powierzchnie rowng 0. Linia brzegowa ma te
same wtasciwosci, skonczong powierzchnie i nieskonczony
obwod, dlatego mierzenie dtugosci jest w tym przypadku
bezuzyteczne.

Jednak obliczenie wymiaru fraktalnego moze odzwierciedlac
ztozonosc krawedzi. W konsekwencji uzyje metody Hausdorffa
do zmierzenia fraktalnego wymiaru dwoch wybranych przeze
mnie krajow.

Najpierw sprobuje znalez¢ wymiar fraktalny Wielkiej Brytanii, == = =
aby sprawdzi¢ swojg wiedze i sprawdzi¢, czy potrafie go

okreslic samodzielnie. Aby ustali¢, ktéra procedura jest bardziej

precyzyjna, zastosowatam dwa rozne podejScia: metode

Hausdorffa i metode Minkowskiego-Bouliganda




Metoda Hausdorifa

Metoda Hausdorffa stuzy do pomiaru fraktalnego wymiaru figur przy uzyciu pewnej dtugosci G linijki,

ktora jest nastepnie powiekszana. Felix Hausdorff wynalazt te metode, a Benoit Mandelbrot wykorzystat ja
w swojej pracy. Metoda polega na umieszczeniu na krawedziach identycznej prostej prostej o okreslonej
dtugosci, aby uzyskac jak najbardziej zblizony wyglad fraktala. Nastepnie dtugosc linijki zmniejsza sie o

-----

pierwszym pomiarze, gdzie r = 1. Procedura jest pokazana na obrazku ponizej. N to liczba odcinkow
uzytych do wytyczenia granicy Wielkiej Brytanii.

W pracy ,How Long is the Coastline
of Britain? Statistical Self-similarity
and Fractional Dimension”,
Mandelbrot opisuje zwigzek miedzy L
i G, , L zalezy w duzym stopniu od G “,
a gdy G maleje, mozna wybrac wiecej
szczegoOtow, a L rosnie.

N=9 N=19 N=48 N=97

Great Britain 1 =2 | r=4 r=8



L = dtdgosc linii brzegowej
M = stata proporcjonalnosci
G = dtugos¢ linijki (odcinka)
D = wymiar fraktalny

L=MG¥™P

Wez logarytm z obydwu stron rownania.

log(L) = log(MG'™P)

Uzyj requty: log, (b X c¢) = log, b + log, c aby uproscic rownanie.

log(L) =logM + logG1~P

Uzyj formuty: log, b€ = clog, b aby przenies¢ D (wymiar fraktalny) z potegi.
log(L) =logM + (1 —D)logG

Mozna to przedstawic jako:
y=logL, m=(1-D), x = logG, c= logM

Mandelbrot powiedziat, ze nachylenie wykresu logarytmicznego jest wartoscia
bezwzgledng réwng D-1, wiec réwnanie jest nastepujgce:

D=1-m
Wartos¢ m zostanie uzyskana z funkcji liniowej, gdy zostanie wykreslona z
danych zebranych z pomiaréw metodg Hausdorffa.



Metoda Minkowskiego-Bouliganda (Box Counting Method)

Wymiar Minkowskiego-Bouliganda lub metoda Metoda Minkowskiego-Bouliganda
liczenia pudetek lub kwadratow to druga metoda, zastosowana do wybrzeza Wielkie]
ktora moze ustalic wymiar fraktalny. Aby okresli¢ Brytanii.

wymiar fraktala, trzeba zatozyc, ze lezy on na
rownomiernie rozmieszczonej siatce, aby zobaczyc,
ile pudetek jest potrzebnych do pokrycia catego
fraktala. Wymiar ten jest ustalany przez obserwacje,
jak liczba pudetek zmienia sie w miare jak siatka
jest coraz doktadniejsza, zgodnie z procedurg. Obok
znajduje sie zdjecie przedstawiajgce metode
liczenia pudetek zastosowang na wybrzezu Wielkiegj
Brytanii. Szare kwadraty oznaczajg, ze nie sg brane
pod uwage, poniewaz nie dotykajg krawedzi (granic)
fraktala.




Aby otrzymac warto$c D z wyktadnika, wez logarytm z obu stron
N = csP rownania N = ¢sP.
to ogolny wzor do

logN =1 b
obliczania wymiaru 08 0gcs

fraktalnego przy uzyciu Uzyj wzoru na logarytm iloczynu log, (b X ¢) = log, b + log, ¢
metody Box Counting. aby uprosci¢ prawidtowe rownanie.

log N = logc + logs?
N =liczba skrzynek, c = Uzyj wzoru na logarytm potegilog, b¢ = clog, b, aby wzig¢
stata proporcjonalnosci, wymiar z wyktadnika potegi.
s = wspotczynnik skali, D logN =logc+Dlogs

= wymiar fraktalny. Mozna to przedstawi¢ jako:

y = logN, m=D, x=logs, c=logc

(mozna poming¢ statg proporcjonalnosci). Zatem funkcja liniowa
moze byc¢



Metoda Hausdorffa zastosowana do brytyjskiego wybrzeza

Po pierwsze sprobuje obliczy¢ fraktalny wymiar brytyjskiego wybrzeza, poniewaz ma on wartosc
eksperymentalng, do ktdrej moge sie pozniej odwotac.

Metoda Hausdorffa oraz metoda liczenia pudetek (box counting) postuzg do sprawdzenia, czy moje
obliczenia sg wykonywane precyzyjnie i czy trzeba co$ poprawic. Wybiore jedng metode, bardziej
precyzyjng, do obliczenia wymiaréw fraktalnych Polski i Indii. Aby umozliwi¢ prostsze obliczenia,
odrzucitam wszelkie wyspy wzdtuz wybrzeza.

Pierwszym krokiem jest wybranie prostych o okreslonej dtugosci, wybratam 200km, poniewaz uzytam
odniesienia z Wielkiej Brytanii, ktére miato skale na dole obrazu z linig prosta o dtugosci 200 kilometrow.

Linie sg rozmieszczane cztery razy, o dtugosci 200 km, 100 km, 50 km i na koniec 25 km. W kazdej probie
nalezy obliczy¢ liczbe uzytych linii prostych. Uzytam dziesieciu linijek 200 km, dwudziestu trzech linijek 100
km, piecdziesieciu pieciu linijek 50 km i 136 linijek o dtugosci 25 km.

Nastepnie pomnozytam liczbe uzytych linijek przez ich dtugo$c¢ i umiescitam obliczenia w ponizszej tabeli.
Wzietam rowniez logarytm dtugosci linijki i obliczytam dtugos$c granic.




7, ?
Tabela 1 ‘é ‘<
A Y \
s/
N
'u’\!"‘*“ﬂz;
Dtugosé linijki (odcinka) 200 100 50 25
(G) (km)
Log [G] 2.301 2.000 1.699 1.298
llos¢ linijek (n) 10 23 55 136
Dtugosé linii brzegowej 2000 2300 2750 3400
(L) (= Gn) (km)
Log [L] 3.301 3.362 3.439 531




Wartosci z log (L) stuzg do wizualizacji zmiany dtugosci granicy (linii brzegowej) z pewng liczbg linijek ze
wzgledu na mniejszg dtugosé linijki. Gdy wartosci log (L) znajdujg sie na wykresie, potgcze punkty prostg
linig trendu i odczytam wzor funkcji liniowej i warto$¢ regresji R2.

Wykres: Linia brzegowa Wielkiej Brytanii: Log L do Log G. Wymiar D = 1-m, a m to wspotrzedna
.m", czyli nachylenie we wzorze funkcji
Wielka Brytania (Metoda Hausdorffa) liniowej y = mx + b, ktore wynosi -
3,55 3,531 0,2319 z wykresu.
3,5
3,45 3,439 - =1-(—
: y = -0,2319x + 3,8313 D=1-(-0.2319)
o 34 R?=0,9985
S D = 1.2319
3,35
D~123
3,3
3,25
0 0,5 1 15 2 2,5

Log G
B logL =—TrendLine



Ocena dokladnosci metody Hausdorffa

Aby ustali¢, czy moje wyniki sg doktadne, oblicze btad procentowy. Wzér na procentowy btad PE to
[Wartos¢ eksperymentalna (E)—-Wartos¢ teoretyczna (T)| x 100% ., W maim przypadku wartose eksperymentalna to

|Wartos$c teoretyczna (T)|
1,23, a wartosc¢ teoretyczna to ta uzyskana przez Mandelbrota, ktéra wynosi 1,25.

_|E-T| o, — (1.23-1.25) o, — —0.02
PE = T X 100% = “izsl X 100% = Tt

poniewaz btad procentowy nie moze by¢ ujemny).

X 100% = —1.6% = 1.6% error (minus jest ignorowany,

Uzyskana przeze mnie wartos¢ rozni sie od wartosci Mandelbrota (1,25) o 0,02, a btagd procentowy wynosi 1,6%.
Roznica wynika z osobistego wyboru umiejscowienia wtadcow i ich umiejscowienia moze by¢ niedoskonate.

Umiejscowienie linijki byto subiektywne, ktos mogt wybrac inne powiekszenie, liczbe linijek i umiescic jg w roznych
pozycjach. Jesli rozna liczba linijek jest umieszczona w roznych miejscach, wymiar fraktali rowniez bedzie sie
roznic. Ze wzgledu na subiektywny charakter metody btad 1,6 % nie jest znaczacy i mozna go zignorowac.

Na wykresie 1 pokazatam réwnanie liniowe linii trendu oraz R2. Wysoka warto$é¢ R2 (0,9985) $wiadczy o tym, ze
linijki ustawitam z duza precyzjg i metoda sie powiodta. Chociaz ta metoda wydaje sie by¢ bardzo precyzyjna i
doktadna, zastosuje technike Minkowskiego-Bouliganda, aby poréwnac wyniki i sprawdzi¢ doktadnosc¢ kazdego z
nich.



Metoda Minkowskiego-Bouliganda zastosowana do brytyjskiego wybrzeza

W tej metodzie uzytam siatki, ktora byta coraz drobniejsza. Liczenie pudetek nie wymaga okreslonego
rozmiaru pudetek, ale nalezy je zmniejszy¢ o okreslony wspotczynnik. Zmniejszony wspatczynnik zapisany
w ponizszej tabeli nawigzuje do pierwszego kroku, w ktérym SDF (Scaled-down factor) wynosi 0. Na kazdym
kroku pola nalezy zmniejsza¢c w taki sposob, aby cztery pomniejszone pola zmieScity sie w jednym
poprzednim. Brane sg pod uwage i liczone pola lezace na granicy linii brzegowej. W moich obliczeniach na
kazdym kroku zmniejszonego wspotczynnika uzytam réznych kolorow kropek do policzenia pol. Obliczytam,
ze potrzebuje 27 pudetek z SDF = 0, 63 pudetek z SDF = 2, 124 pudetek z SDF = 4 i 365 pudetek z SDF = 8. Po
drugie, logarytm zostat wziety z kazdego zmniejszonego wspotczynnika i liczby pudet uzywane do liczenia.
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Wspotczynnik
skalowania (S) 0 2 4 8
Log [S] 0 0,301 0,602 0,903
llos¢ pudetek
k té N
(kwadratow) (N) 27 63 124 365
Log [N] 1.431 1,799 2.093 2,562




Metoda Minkowskiego-Bouliganda zastosowana do brytyjskiego wybrzeza

Wartosci z log (N) stuzag do wykreslenia wykresu pokazujacego zmiane kilku ramek wraz ze zmiang
zmniejszonego wspotczynnika. Gdy wartosci log (N) znajduja sie na wykresie, potacz punkty prosta liniowa
linig trendu i odczytaj wzor funkcji liniowej i wartosc regresji R2.

Wykres 2: Linia brzegowa Wielkiej Brytanii Log N do Log S

Na wykresie metody liczenia pudetek wartos¢

Wielka Brytania (Box Counting Method) wymiaru jest pobierana ze wspotrzednej ,m’,

2,562 poniewaz wzor na funkcje liniowg to y = mx + b.

2.5 2,093 Poniewaz m =D im=1,2249, wymiar fraktalny

2 y =1,2249x + 1,4182 wynosi = 1,22.

R2=0,9918
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Ocena dolkdadnosci metody Minkowskiego-Bouliganda

Moja uzyskana wartosc¢ rozni sie o 0,03 w poroéwnaniu z wartoscig Mandelbrota. Btad procentowy obliczytam ze

wzoru PE = % X 100%, gdzie wynosi 2,4%, jednak réznica miedzy moimi odpowiedziami z obu metod wynosi

0,01, wiec obliczone wymiary fraktalne sg prawie identyczne.

Ze wzgledu na niewielkg réznice miedzy moimi odpowiedziami dosztam do wniosku, ze obie metody sg réwnie
doktadne i precyzyjne. Do dalszych obliczen wybratam metode Hausdorffa ze wzgledu na jej prostote. Mysle, ze
kilka linijek moze skutkowac doktadniejszym wymiarem fraktali, poniewaz linia brzegowa i granice sg do pewnego
stopnia liniowe.



Wymiar fraktalny Polski

Na poczatek wykorzystam metode Hausdorffa do zmierzenia fraktalnego wymiaru Polski, uzywajac linijki o takiej samej
dtugosci, jak przy pomiarze fraktalnego wymiaru brytyjskiego wybrzeza. Podejscie, ktore zastosowatam, byto takie samo, jak
to, ktore zastosowatam na wybrzezu Wielkiej Brytanii. Utozytam pewna liczbe prostych, policzytam i zrobitam to na dtugosci

linijki 200 km, 100 km, 50 km i 25 km.
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Tabela 3
Dtugosé linijki (G) ‘ 200
(km)
Log (G) 2.301 2.000 1.699 1.298
llos¢ linijek (n) 11 27 62 144
Dtugosé granicy 2200 2700 3100 3600

(L) (= Gn) (km)
Log (L) 3.342 3.431 3.491 3.556

\=
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Uzyje wartosci logarytmu (L), aby pokaza¢ liniowa funkcje zmiany dtugosci granicy z liczbg linijek z powodu

mniejszej dtugosci linijki. Nastepnie potgcz punkty i odczytaj rownanie liniowe oraz warto$c regresji.

Wykres 3: Granice Polski: log L dolog G

Granice Polski: log L do log G

y =-0,2101x + 3,8384
R*=0,9792

1 1,5 2 2,5
Log G

Log L Trend Line

Wymiar fraktalny Polski:

Z wykresu nachylenie wynosi m, m =-0,2101,

wiec rownanie wyglada nastepujgco:

D=1-m
D=1-(-0,2101)
D=1,2101
D=1,21

\=



Aby obliczy¢ wymiar fraktalny Indii, postepuje tak samo jak wczesniej przy obliczaniu wymiaru fraktalnego

Polski.

Wymiar fraktalny Indii

Tabela 4

Dtugo$¢ linijki (G)

(km)

Log (G) 2.602 2.301 2.000 1.699
llogé linijek (n) 32 68 144 302
Dtugos¢ granicy 12 800 13 600 14 400 15 100

(L) (= Gn) (km)
Log (L) 4.107 4.134 4.158 4.179

\=



Wykres 4: Granice Indii: log L do log G Wymiar fraktalny Indii:

Granice Indii: log L do log G Z wykresu: m =-0,0797:

42

4,18

y = -0,0797x + 4,316 D=1-(-0,0797)
R?= 0,969 D=1,0797
D=1,08

4,16
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Konkluzje i ewaluacje

Z moich badan dowiedziatam sig, ze Polska ma wymiar fraktalny rowny 1,21, a Indie = 1,08. Poniewaz ta
metoda ma swoje wady i zalety oraz bywa subiektywna, wstawie btad procentowy do moich obliczen, aby
pokaza¢ mozliwy btad. Mysle jednak, ze moje obliczenia sg bardzo precyzyjne, poniewaz uzyskana wartosc¢
dla dtugosci granic Polski wynosi 25 x 144 = 3600 km, a rzeczywista dtugos¢ to 3582 km. W przypadku
Republiki Indii dtugos¢ kopalni okazata sie wynosic¢ 50 x 302 =15 100, a rzeczywista to 15 200 kilometrow.

Moje obliczenia wydaja sie trafniejsze w przypadku Polski niz Indii. Roznice i btedy procentowe obliczonych
dtugosci granic krajow przedstawiono w tabeli 5. Btedy w obliczeniach wymiaru fraktalnego przedstawiono
w tabeli na nastepnym slajdzie.

Uzytam  ogolnego  wzoru na btad procentowy, ktory wyglada nastepujgco: PE =

|[Wartos¢ eksperymentalna—Prawdziwa warto$¢|

X 100% i ogolnego wzoru na btad absolutny AE =

|Prawdziwa wartosd|
|Wartos¢ eksperymentalna — Prawdziwa warto$c| X 100%.



W tabeli ponizej, warto§¢ maksymalng i minimalng obliczytam poprzez dodanie roznicy miedzy dtugosciag

obliczeniowg a rzeczywistg do dtugosci obliczonej, np. dla Polski wartos¢ maksymalna to 3600 + 18 = 3618, a

warto$¢ minimalna to 3600-18 = 3582

[3600—3582]

ssaz] < 100% = 0.5025 =~ 0.50%

PE (Polska) =

115100 — 15200

je) = % = 0. ~ 0.669
PE (Indie) 115200] x 100% = 0.6579 Yo
Obliczona Prawdziwa Réznica pomiedzy Biad Wartos¢
Tabela 5 dtugosc¢ granicy dtugosc¢ (km) eksperymentalng | procentowy | maksymal
abela (km) dtugoscia granic, a (%) na
prawdziwg (Btad
absolutny)
Polska 3600 3582 18 0.50 3618

Indie 15100 15200 100 0.66 15200

Min
Value

3582

15000



Tabela 6 Wymiar fraktalny Btad procentowy (%) | Btad absolutny Wartosc¢ Wartos¢
maksymaln | minimalna

a
Polska 1.21 0.50 0.006050 1.216050 1.203950
Indie 1.08 0.66 0.007128 1.087128 1.072872

Chociaz Republika Indii wydaje sie skomplikowana linia brzegowa i granice, jej wymiar fraktalny okazat sie
mniejszy niz Polski. Im wyzsza wartos¢ wymiaru fraktalnego, tym bardziej ztozona postac / przedmiot, stad
Polska ma bardziej ztozone granice niz Indie. Oba majg jednak wymiary fraktalne mniejsze niz w Wielkiej
Brytanii (1,25). Polska i Wielka Brytania majg podobne wymiary fraktalne, wiec moge zatozy¢, ze ich granice
sg prawie rownie ztozone. Granice Indii sg wtedy mniej ztozone i gtadsze.

Metoda, ktorej uzytam, metoda Hausdorffa, zalezy od osoby, ktéra jej uzywa. Btedy mogg wystgpic z powodu
umieszczenia linijki, niepewnej skali, linijki nie mierzonej precyzyjnie i osobistych wyborow. Aby
zminimalizowac btedy lub nawet je wyeliminowac, kilka os6b mogtoby zastosowa¢ metode Hausdorffa w
odniesieniu do tego samego kraju, a nastepnie obliczy¢ srednig liczbe linijek kazdej dtugosci, a nastepnie
obliczy¢ wymiar fraktalny.



Problemy i btedy w metodzie Minkowskiego-Bouliganda mogg by¢ spowodowane zdjeciem kraju lub wyspy.
Zdjecia linii brzegowych roznig sie od siebie, jedno moze zawiera¢ wiecej szczegotow, inne moze byc¢ gtadsze i
bez ,niedoskonatosci”.

Aby uzyska¢ doktadne wyniki, zdjecia krajow lub wysp powinny uwzgledniaC nieréwne i nieréwne granice.
Siatka w pierwszym kroku obliczania liczby pél powinna by¢ umieszczona nie w najwiekszym powiekszeniu.
Najlepiej jest umiesci¢ siatke w taki sposob, aby ostatni zmniejszony wspotczynnik miat bardzo mate
prostokaty, co umozliwi doktadniejsze obliczenia.

Podczas mojego eksperymentu odkrytam kilka sposobdw wykorzystania logarytmow w prawdziwym zyciu.
Rownania regresji byty dla mnie nowoscia, dlatego tez poznatam je i zrozumiatam sama. Pojecie fraktala jest
skomplikowane, ale mozna je przedstawic w taki sposob, aby wiekszosc¢ ludzi zrozumiata to pojecie. Fascynuje
mnie, ze abstrakcyjne postacie, takie jak Trojkat Sierpinskiego, sg potgczone z liniami brzegowymi i naszym
prawdziwym zyciem. Co wiecej, bardzo rozwingtam swojg wiedze na temat fraktali i wymiarow fraktalnych,
zaczatem tez myslec¢ o fraktalach jako nie abstrakcyjnych figurach, ale bardziej jak skomplikowane obiekty z
powtarzajgcym sie wzorem.
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